
材料の力学 1 第 5 回演習問題（2025/5/19 実施） 

 

[1] 図 1 に示すような平行四辺形の弾性体 ABCD に，𝑝 = 10√3 [MPa]の引張応力が x 方向

および t 方向に一様に作用している．ただし，弾性体の板厚は十分薄いものとする． 

 

 

Fig. 1 弾性体 ABCD の応力状態 

 

(1) x-y 座標系からみた AD 面の垂直応力𝜎௬，せん断応力𝜏௫௬を求めよ．同様に，n-t 座標系か

らみた CD 面の垂直応力𝜎௡，せん断応力𝜏௡௧を求めよ． 

(2) 応力の座標変換を行い，𝜎௫を求めよ． ただし，座標変換の式は以下に示す通りである． 

 2 2cos sin 2 sin cosn x y xy            

(3) x-y 座標における応力テンソルを求めよ．さらに，それをもとにモールの応力円を描き，

その中心と半径を求めよ．なお，主応力𝜎ଵ, 𝜎ଶ，およびそれぞれの主方向𝜃ଵ, 𝜃ଶを図中に

明記すること．ただし，𝜎ଵ > 𝜎ଶ．主方向については x-y 座標を基準，反時計回りを正と

し，−90° ≤ 𝜃ଵ, 𝜃ଶ ≤ 90°とする． 

(4) 主応力𝜎ଵ, 𝜎ଶ，およびそれぞれの主方向𝜃ଵ, 𝜃ଶを求めよ． 

(5) 主応力𝜎ଷを用いて三次元のモールの応力円を描き，最大せん断応力𝜏௠௔௫を求めよ．（た

だし，板厚方向の主応力に注意すること．） 

 

 



(1) x-y 座標系からみた AD 面の垂直応力𝝈𝒚，せん断応力𝝉𝒙𝒚を求めよ．同様に，n-t 座標系

からみた CD 面の垂直応力𝝈𝒏，せん断応力𝝉𝒏𝒕を求めよ． 

まず，AD 平面に作用する応力ベクトル p を図 1.1 のように分解する．𝑝 = 10√3より，垂

直応力𝜎௬，せん断応力𝜏௫௬は以下のように求まる． 

 

 

Fig. 1.1 AD 面の応力ベクトル 
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 x-y 座標系から時計回りに30°回転した座標系を n-t 座標系とすると，応力ベクトル p は

図 1.2 のように分解できる．よって，垂直応力𝜎௡，せん断応力𝜏௡௧は以下のように求まる． 

 

 
Fig. 1.2 CD 面の応力ベクトル 
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(2) 応力の座標変換を行い，𝝈𝒙を求めよ． ただし，座標変換の式は以下に示す通りである． 

 2 2cos sin 2 sin cosn x y xy           (1.3) 

式(1.3)に式(1.1)および式(1.2)を代入し，𝜃 = −30°を代入すると，以下のように𝜎௫が求まる． 

 
25x    [MPa] (1.4) 

 

(3) x-y 座標における応力テンソルを求めよ．さらに，それをもとにモールの応力円を描き，

その中心と半径を求めよ．なお，主応力𝝈𝟏, 𝝈𝟐，およびそれぞれの主方向𝜽𝟏, 𝜽𝟐を図中に

明記すること．ただし，𝝈𝟏 > 𝝈𝟐．主方向については x-y 座標を基準，反時計回りを正と

し，−𝟗𝟎° ≤ 𝜽𝟏, 𝜽𝟐 ≤ 𝟗𝟎°とする． 

式(1.1)および式(1.4)より，x-y 座標系における応力テンソルは以下のようになる． 
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 したがって，モールの応力円を図示すると以下のようになる． 

 

 

Fig. 1.3 モールの応力円 

 

 モールの応力円の中心𝜎஼および半径𝑟は以下のように求められる． 

  1
20
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(4) 主応力𝝈𝟏, 𝝈𝟐，およびそれぞれの主方向𝜽𝟏, 𝜽𝟐を求めよ．  

モールの応力円より，主応力𝜎ଵ, 𝜎ଶは以下のように求められる． 

 
1

2

30

10
C

C

r

r


 

    
          

   [MPa] (1.9) 

また，主方向の角度条件に注意して，主方向𝜃ଵ, 𝜃ଶは以下のように求められる． 
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1 230 , 60       (1.11) 

ここで，式(1.10)で先に𝜃ଵ = 30°と求めてから，2 つの主方向が直行することを利用して𝜃ଵ

を求めることもできる． 

 
2 1 90 60       (1.12) 

 

(5) 主応力𝝈𝟑を用いて三次元のモールの応力円を描き，最大せん断応力𝝉𝒎𝒂𝒙を求めよ．（た

だし，板厚方向の主応力に注意すること．） 

弾性体 ABCD の板厚は十分薄いため，x-y 平面の平面応力状態とみなすことができ，板厚

方向の主応力は𝜎ଷ = 0となる． 

 主応力𝜎ଵ, 𝜎ଶ, 𝜎ଷを三次元のモールの応力円として描くと以下のようになる． 

 

 
Fig. 1.4 三次元のモールの応力円 

 

 以上より，𝜎ଵが最大主応力となり，z 方向の主応力𝜎ଷが最小主応力となることがわかる．

よって，最大せん断応力𝜏௠௔௫は以下のように求められる． 
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[2]図 2 のように両端が固定されたテーパー付きの丸棒について考える．丸棒の長さは

2Lで， x L に軸方向荷重 P が作用している．丸棒の半径は左端で2r ，右端で r であ

り，断面積は軸方向に線形に変化しているものとする．丸棒のヤング率をE として，以

下の問いに答えよ．ただし，解答に用いる記号は特に指示がない限り，問題文中に与え

られたもの（ , , ,E L P r ）に限る． 

 

 
Fig.2  

 

(1) 位置 xにおける断面積 ( )A x を求めよ． 

(2) OR を用いて，位置 xにおける軸力 ( )N x を求めよ． 

(3) OR を用いて，位置 xにおける垂直応力 ( )x を求めよ． 

(4) 壁からの反力 OR および BR を求めよ． 

(5) 以上を踏まえ， x と ( )x の関係をグラフで示せ． 

図中には， 0, ,2x L L を代入した ( )x の値を明記すること． 

  



(1) 位置 xにおける断面積 ( )A x を求めよ． 

位置 xにおける丸棒の半径 ( )r x は， 
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よって，位置 xにおける断面積 ( )A x は， 
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(2) OR を用いて，位置 xにおける軸力 ( )N x を求めよ． 

0 x L  のとき，位置 x における仮想断面を考え，力のつり合いから軸力を求める． 

 

 
Fig 2.1 FBD 

 

図 2.1 より，力のつり合い式は次式のようになる． 

 

 O ( ) 0R N x    (2.3) 

 O( )N x R  (2.4) 

  



つぎに， 2L x L  のときも同様に考える． 

 

 

Fig 2.2 FBD 

 

図 2.2 より，力のつり合いは次式のようになる． 

 

 O ( ) 0R P N x     (2.5) 

 O( )N x R P   (2.6) 

 

以上をまとめると， 
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(3) OR を用いて，位置 xにおける垂直応力 ( )x を求めよ． 

垂直応力 ( )x は，軸力 ( )N x を断面積 ( )A x で割ったものなので， 
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(4) 壁からの反力 AR および CR を求めよ． 

両端固定であることから全体の伸びは0 である． 

全体の伸びを計算すると 
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ここで，以下のように変数変換をする． 
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Table 2.1 xとu の対応 

x  0  L  2L  

u  2  
3

2
 1 

 

  



式(2.10)は次のように書き換えることができる． 
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式(2.13)を整理すると， 
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丸棒全体のつり合い式の式より， 
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(5) 以上を踏まえ， x と ( )x の関係をグラフで示せ． 

図中には， 0, ,2x L L を代入した ( )x の値を明記すること． 

(3)および(4)より，垂直応力 ( )x は式(2.16)で表される． 
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これを図示すると図 2.3 のようになる． 

 

 
Fig 2.3 垂直応力の軸方向変化（概略図） 

 


